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We thank Manfred Kraus and Allan Alonzo for pointing out several typos in the expressions for the 2PN observables,
which are corrected here and now agree with the results of Ref. [1].
The corrected expressions for the observables appearing in Eqs. (43), (45), and (48) are given below:
Equation (43):

EbðxqÞ ¼ −
xq
2
þ x2q
24

ð1 − η1η2Þ−2f9þ ν − 2ð2þ X12Þη21 − 2ð3þ νÞη1η2 − 2ð1 − X12Þη22 þ ð1þ νÞη21η22g

þ x3q
48

ð1 − η1η2Þ−4f81 − 57νþ ν2 − 18η21ð1þ X12Þ − 2νð5 − X12Þη21 − 2ð81 − 84νþ 2ν2Þη1η2
− 18ð1 − X12Þη22 − 2νð5þ X12Þη22 − 2ð1þ X12Þ2η41 þ 4η31η2½9þ 11νþ ð9 − νÞX12�
þ ð86 − 238νþ 6ν2 − 4X2

12Þη21η22 þ 4η1η
3
2½9þ 11ν − ð9 − νÞX12� − 2ð1 − X12Þ2η42

þ 2η21η
4
2ð2ν − 19 − 9X12Þ − 2η31η

3
2ð9 − 76νþ 2ν2Þ þ ð1 − 25νþ ν2Þη41η42

þ 2η41η
2
2½14ð1 − X12Þ − νð19 − X12Þ� þ 2η41η

2
2ð2ν − 19þ 9X12Þ

þ 2η21η
4
2½14ð1þ X12Þ − νð19þ X12Þ�g:

Equation (45):

K ¼ 1þ xq
4
ð1 − η1η2Þ−2½12 − η21 − 12η1η2 − η22 þ 2η21η

2
2 þ X12ðη22 − η21Þ�

þ x2q
48

ð1 − η1η2Þ−4
�
648 − 1368η1η2 þ 204ð1þ X12Þη31η2 − 120ð1 − X12Þη22 − 120ð1þ X12Þη21 −

7

2
ð1þ X12Þ2η41

þ ð881þ 7X2
12Þη21η22 − 70ð1þ X12Þη41η22 þ 204ð1 − X12Þη1η32 − 192η31η

3
2 −

7

2
ð1 − X12Þ2η42 þ 10η41η

4
2

− 70ð1 − X12Þη21η42 þ ν½−336 − 20η21 þ 14η41 þ 1008η1η2 þ 112η31η2 − 20η22 − 1256η21η
2
2 − 92η41η

2
2

þ 112η1η
3
2 þ 688η31η

3
2 − 92η21η

2
2 − 104η41η

4
2 þ 16X12ðη21 − 2η31η2 − η22 þ η41η

2
2 þ 2η1η

3
2 − η21η

4
2Þ�

�
:
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Equation (48):

χ ¼ 2GM
pϕp∞

ð1− η1η2Þ−
2G3M3

3p3
ϕp

3
∞
ð1− η1η2Þ3

þ 1

c2

�
GMp∞

pϕ
ð4− η1η2Þ þ

G2M2π

p2
ϕ

�
3−

η21
4
ð1þX12Þ− 3η1η2 −

η22
4
ð1−X12Þ þ

η21η
2
2

2

�

þG3M3

p3
ϕp∞

½8− η21ð1þX12Þ− 15η1η2 þ η31η2ð1þX12Þ− η22ð1−X12Þ þ 8η21η
2
2 þ η1η

3
2ð1−X12Þ− η31η

3
2�
�

þ 1

c4

�
G2M2πP2

∞

P2
ϕ

�
3

4
ð5− 2νÞ þ η21

8
ð1þX12Þð−3þ νÞ þ 3

2
ð−1þ νÞη1η2 þ

η22
8
ð1−X12Þð−3þ νÞ− ν

η21η
2
2

4

�

þG3M3p∞

p3
ϕ

�
−16ð−3þ νÞ− 17

2
η21ð1þX12Þ þ

η21
2
ð1− 2νþX12Þ þ νη21ð1þX12Þ þ

η1η2
4

ð128ν− 225Þ

þ η31η2ð1þX12Þð6− νÞ− 3

2
η31η2ð1− 2νþX12Þ−

17

2
η22ð1−X12Þ þ

η22
2
ð1− 2ν−X12Þ

þ νη22ð1−X12Þ þ ð16− 24νÞη21η22 þ η1η
3
2ð1−X12Þð6− νÞ− 3

2
η1η

3
2ð1− 2ν−X12Þ þ

η31η
3
2

4
ð−3þ 16νÞ

�
þGMp3

∞

4pϕ
η1η2

�
:

We also correct minor typographical errors in the following equations:
Equation (21b):

L2PN ¼ Gm1m2

2r
þ 1

c2

�
Gm1m2

2r

�
3v21 −

1

2
ðn · v1Þðn · v2Þ −

7

2
v1 · v2

�
−
G2m2

1m2

2r2

�

þ 1

c4

�
Gm1m2

8
ð14ða2 · v1Þðn · v1Þ þ ðn · a2Þðn · v1Þ2 þ 7ðn · a1Þv22Þ þ

G3m2
1m2

2r3

�
m1 þ

19

4
m2

�

þ G2m2
1m2

4r2
ð14ðn · v1Þ2 − 14ðn · v1Þðn · v2Þ þ 2ðn · v2Þ2 þ v21 − 7v1 · v2 þ 7v22Þ

þ Gm1m2

16r
ð3ðn · v1Þ2ðn · v2Þ2 þ 14v41 þ 12ðn · v1Þðn · v2Þðv1 · v2Þ − 32v21ðv1 · v2Þ

þ 2ðv1 · v2Þ2 − 14v22ðn · v1Þ2 þ 15v21v
2
2Þ
�
þ ð1 ↔ 2Þ:

Equation (21c):

L2PC ¼ −
q1q2
2r

þ 1

c2

�
q1q2
4r

ðv1 · v2 þ ðn · v1Þðn · v2ÞÞ
�

þ 1

c4

�
q1q2
8

ð2ðn · v2Þða1 · v2Þ þ ðn · a1Þðn · v2Þ2 − v22ðn · a1ÞÞ

þ q1q2
16r

ð2v22ðn · v1Þ2 − 3ðn · v1Þ2ðn · v2Þ2 þ 2ðv1 · v2Þ2 − v21v
2
2Þ
�
þ ð1 ↔ 2Þ:

Equation (21d):

Lmixed ¼
1

c2

�
Gm1q1q2

r2
−
Gm2q21
2r2

�

þ 1

c4

�
21Gq21q

2
2

8r3
þ q21q

2
2

4m2r
ðn · a1Þ −

q31q
3
2

8m1m2r3
þ G2m2

2

r3
ðq31 − q1q2Þ −

2Gm1q1q2
r

ðn · a1Þ

þ G2m1m2q1
8r

ð4q1 − 47q2Þ þ
Gm1q1q2

2r2
ðv21 − 2ðn · v1Þ2 − v1 · v2Þ

�
þ ð1 ↔ 2Þ:
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Equation (23):

ai1 ¼ −
Gm2ni

r2

�
1 −

q1q2
Gm1m2

�

þ 1

c2

�
Gm2ðvi1 − vi2Þ

r2

�
ðn · v1Þ

�
4 −

q1q2
Gm1m2

�
− 3ðn · v2Þ

�

þ ni
�
3Gm2

2r2
ðv1 − v2Þ2 þ

Gm2

r2

�
1 −

q1q2
Gm1m2

��
3

2
ðn · v2Þ2 þ 4v1 · v2 − v21 þ 2v22

�

þ 1

r3

�
5G2m1m2 þ 4Gm2

2 þ Gq22 − 7Gq1q2 − 5q1q2
m2

m1

þGq21q
2
2

m1m2

���

þ 1

c4

�
ðvi1 − vi2Þ

�
n · v2
r3

�
55G2m1m2

4
− 2G2m2

2 þ
4Gm2q21

m1

−
33Gq1q2

2
þ 4Gm2q1q2

m1

þGq22 þ
7q21q

2
2

4m1m2

�

þ n · v1
r3

�
41Gq1q2

2
−
63G2m1m2

4
− 2G2m2

2 −
5Gm2q21

m1

− 2Gqþ2
Gm2q1q2

m1

−
11q21q

2
2

4m1m2

�

þ Gm2

2r2

�
9ðn · v2Þ3 þ ðn · v1Þ

�
q1q2

Gm1m2

v21 − 8ðv1 · v2Þ þ 7v2 − 9ðn · v2Þ2
�

þ ðn · v1Þ
�
1 −

q1q2
Gm1m2

�
ðv22 − 3ðn · v2Þ2Þ þ 2ðn · v2Þðv21 þ 4ðv1 · v2Þ − 5v22Þ

��

þ ni
�
Gm2

8r2

�
q1q2

Gm1m2

v41 − 16ðv1 · v2Þ2 þ 2ðv1 − v2Þ2
�
9ðn · v2Þ −

q1q2
Gm1m2

�
þ 28v22ðv1 · v2Þ − 13v42

þ
�
1 −

q1q2
Gm1m2

�
ð4v22ðv1 · v2Þ − 15ðn · v2Þ2 þ 6ðn · v2Þð3v22 − 6ðv1 · v2Þ − v21Þ − 3v42ÞÞ

þ Gm2

4r3

�
v21

�
28q1q2
Gm2

− 15Gm1 −
2q21
m1

þ 2q1q2
m1

−
5q21q

2
2

Gm1m2
2

−
4q22
m2

�

þ v22

�
5Gm1 þ 16Gm2 þ

2q21
m1

−
18q1q2
m1

þ 8
q22
m2

−
q1q2

Gm1m2
2

�

þ ðv1 · v2Þ
�
36q1q2
m1

− 10Gm1 − 32Gm2 −
4q21
m1

−
16q22
m2

þ 2q1q2
Gm1m2

�

þ ðn · v2Þ2
�
34Gm1 − 24Gm2 þ

4q21
m1

−
42q1q2
m2

þ 40q1q2
m1

−
16q22
m2

�

þ ðn · v1Þ2
�
78Gm1 þ 8Gm2 þ

16q21
m1

−
106q1q2

m2

−
8q22
m2

þ 12q21q
2
2

Gm1m2
2

�

þ ðn · v1Þðn · v2Þ
�
212q1q2

m2

− 16Gm2 −
32q21
m1

− 156Gm1 þ
16q22
m2

2

−
24q21q

2
2

Gm1m2
2

��

þ G2m2

4r4

�
q1q2

Gm1m2

�
10q21 − 80q1q2 þ

q21q
2
2

m1m2
2

ðm1 þ 2m2Þ þ 6q22

�
þ 2m2q1

m1

ð17q2 − 12q1Þ

þ q1q2
Gm2

2

ð101Gm1m2 − 27q1q2 þ 10q22Þ − 3Gð19m2
1 þ 46m1m2 þ 6m2

2Þ − 14q21 þ 132q1q2 − 24q22

���
:

Equation (25b):

Qi
1 ¼

1

c4

�
ni
�
q1q2
8

ððn · v2Þ2 þ ðn · a2Þr − v22Þ þ
Gm1m2

8
ð7v22 − ðn · v2Þ2Þ −

7Gm1q1q2
4r

�

−
3

8
rq1q2ai2 −

vi2
4
ðn · v2Þð7Gm1m2 − q1q2Þ

�
:
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Equation (52):

ðai1Þ1.5PN ¼ 2G
3r3c3

q1ðq1m2 − q2m1Þ
m1

�
1 −

q1q2
Gm1m2

�
½3ðn · vÞni − vi�:

Equation (B2b):

HADM-type
2PN ¼ −

Gm1m2

2R
þ 1

c2

�
G
4R

ðN · P1ÞðN · P2Þ −
3Gm2P2

1

2Rm1

þ 7ðP1 · P2Þ
4R

þ G2m1m2ðm1 þm2Þ
2R2

�

þ 1

c4

�
5G2m2

2P
2
1

2m1R2
−
G3m1m2

8R3
ðm2

1 þ 5m1m2 þm2
2Þ þ

5Gm2P4
1

8m3
1R

þG2ðm1 þm2Þ
8R2

ð19P2
1 − 27ðP1 · P2Þ − 6ðN · P1ÞðN · P2Þ þ 19P2

2Þ

þ G
8m1m2R

ð5P2
1ðN · P2Þ2 − 22P2

1P
2
2 − 4ðP1 · P2Þ2 − 24ðP1 · P2ÞðN · P1ÞðN · P2Þ − 6ðN · P1Þ2ðN · P2Þ2Þ

�

þ ð1 ↔ 2Þ:

Equation (B3):

ai ¼ −
GM
r2

nið1 − η1η2Þ

þ 1

c2

�
ni
�
G2M2

r2

�
4 − 5η1η2 þ

1

2
η22ð1 − X12Þ þ

1

2
η21ð1þ X12Þ þ 2νð1 − η1η2Þ2

�

þGM
r2

�
v2

2

�
−1 −

η1η2
2

þ ð−3þ 3η1η2Þν
�
þ 3

2
ṙ2ð1 − η1η2Þν

��
þ viṙ½4 − η1η2 þ ð−2þ 2η1η2Þν�

�

−
1

c3

�
2G2M4ν2

3r4
ðη1 − η2Þ2ð1 − η1η2Þ2

�

þ 1

c4

�
ni
�
G3M3

r4

�
27

2
η1η2 − 9 − 3

�
1 −

1

4
η1η2

�
ðη21 þ η22 − X12ðη22 − η21ÞÞ

þ ν

�
7

4
X12ðη22 − η21Þð1 − η1η2Þ −

87

4
−
7

4
ðη21 þ η22Þ þ

203

4
η1η2 þ

1

4
η1η2ðη21 − 107η1η2 þ η22 þ 3η21η

2
2Þ
��

þG2M2

r3

�
2ν2ðṙ2 − v2Þð1 − η21η

2
2Þ2 þ X12ðη22 − η21Þ

�
ṙ2ð1þ νÞ − v2

2
ð1þ 3νÞ

�
þ v2

2
ðη21 þ η1η2 þ η22Þ

þ ṙ2ð2 − η21 − η22Þ þ ν

�
ṙ2ð25þ 5η21 − 39η1η2 þ 5η22 þ 4η21η

2
2Þ þ

v2

2
ð13 − 12η1η2 − η21η

2
2Þ
��

þGM
r2

�
ν2ð1 − η1η2Þ

�
4v4 þ 45

8
ṙ4 − 6ṙ2v2

�
þ 3ν

�
1 −

η1η2
2

�
−
15ν

8
ṙ4ð1 − η1η2Þ −

v4

8
η1η2

��

þ vi
�
GM
r2

�
1

2
ṙv2η1η2 þ

νṙ
2
ð−9ṙ2 þ 3v2ð5 − η1η2Þ þ ν2ṙð1 − η1η2Þð2v2 − 3ṙ2ÞÞ

�

þG2M2

r3

�
ṙð1 − νÞX12ðη22 − η21Þ − 4ν2ṙð1 − η1η2Þ2 þ ṙðη1η2 − η21 − η22 − 2Þ

þ ṙ
2
ð56η1η2 − 4η21 − 4η22 − 7η21η

2
2 − 41Þ

���
:
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Equation (B6):

HADM-type
CoM

μ
¼ −

c2

ν
þ P2

2
−
G
R
ð1 − η1η2Þ

þ 1

c2

�
P4

8
ð3ν − 1Þ þ G2

4R2
ð2þ η21 − 4η1η2 þ η22 þ X12ðη21 − η22ÞÞ −

GM
2R

ð3P2 þ νð1 − η1η2ÞðP2 þ P2
RÞÞ

�

þ 1

c4

�
G3

4R3
ð4η1η2 − η21 − η22 − 2þ X12ðη22 − η21Þ þ νð23η1η2 − 2η21 − 2η22 − 3η21η

2
2 − η31η

3
2 − 15ÞÞ

þ G2

8R2
ðX12ðη21 − η22ÞðP2 − 2P2

RÞð1 − νÞ þ 2P2
Rðη21 þ η22 − 2Þ þ P2ðη21 þ η22 þ 22Þ

þ νðP2ð58þ 7η21 − 46η1η2 þ 7η22 þ 2η21η
2
2Þ − P2

Rð32þ 10η21 þ 10η22 þ 4η1η2ÞÞÞ

þ G
8R

ð5P4 þ 2νP2ðð1 − η1η2ÞP2
R − P2ð11þ η1η2ÞÞ − ν2ð1 − η1η2Þð3P4 þ 2P2P2

R þ 3P4
RÞÞ

þ P6

16
ð1 − 5νþ 5ν2Þ þ G

4R3
ð1 − η1η2Þð1þ 12νÞ þ P2

R

2R2
−

P2

4R2
þ 3ν

R2
ð2P2

R − P2Þ

−
Gν
4R2

ðP2 þ 2P2
RÞð1 − η1η2Þ þ

νP2

4R
ðP2 − P2

RÞ

þA

�
P2

MR
ðP2

R − P2Þ þ G
MR2

ð1 − η1η2Þð2P2
R þ P2Þ

�

þ B

�
2P2

R − P2

M2R2
þ G
M2R3

ð1 − η1η2Þ
�

þ C

�
3GP2

R

MR2
ð1 − η1η2Þ þ

3P2
R

MR
ðP2

R − P2Þ
��

:
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